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Vektorgeometrie

Version: 28. Dezember 2007
(Bitte nur fir den Eigengebrauch verwenden,)

1. Mathematische Operationen fiir Vektoren

Addition
@+ g a1 by a1 + by
ag + b2 = as + b2
as b3 as + b3
Subtraktion
a_1 a by a1 — by
az | — | b2 | = a2—0b2
as b3 as — b3
Skalare Multiplikation
N-a ay A al
A a2 = A as
as A-ag 1o
5@
Betrag Der Betrag von Vektor @ ist gerade die
Lénge dieses Vektors. _,
l a a |
|d| = as = va1? + az? + as? /<:\
a3 —al
Skalarprodukt Mit Hilfe des Skalarpro-
Lo b dukts kann man Winkel
a-b . ! ischen 2 Vektoren b
as . b2 =ay - b] 4 as - b2 + as - b3 zZwiscnen eKktoren e-
rechnen.
a3 bs i .
a-b
cosa = ——
|| - |b]
Wichtig: @1b=>a-b=0
Vektorprodukt
axb ai b1 as - by —as - by
ag X b2 = a3-b1—a1-b3
as b3 ay by —az - by

Wichtige Anwendungen: . .
e Normalvektor einer Ebene (A4,b,6): 7 =bx ¢

—_— —
e Dreiecksfliche: F = 1 ‘AB x AC ‘

e Abstand Gerade (A, b) und Punkt (P): d = |

5l
X
S

° 5,5kolinear<:>dx5:0



Spatprodukt

. . ar b
(.5, @b = (ax5)-c=|a b o
a3 bz c3 Volumen des Spat:
/=) 4
Wichtige Anwendungen:
— — —
e Volumen eines Tetraeders: V = % ‘(AB X AC) : AD‘
e Abstand von 2 Geraden g (A,b) und h (C, d):
‘(l_;xi)-ﬁy
— lexd]
Gesetze fir die Grundoperationen
o Kommutativgesetz G+b=b+a
o Assoziativgesetz (d’—i— 5) +é=a+ (b+ E’) A-p)-a=Xp-a)
o Distributivgesetz A (d+5) — NG+ N-D Atp)-@=A-d+p-a

o Kommutativgesetz

o Assoziativgesetz

o Distributivgesetz

o Quadrat

L2
a=da-ad=|d

Gesetze fiir das Rechnen

o Kommutativgesetz

o Assoziativgesetz

o Distributivgesetz

(¢]

mit dem Vektorprodukt
gilt nicht, aber: @ x b= —b x @
gilt nicht allgemein

ax (5+5):a’x5+a’><5

(zd@) x (yl_;) =1y (Ei x b

Gesetze fiir das Rechnen

o Zyklische Permutation

(e]

mit dem Spatprodukt
[5,575] - [E,aa} - [cja’,g} - [5,5,&} - [5,575] - [a,ag}

{x(i, y_’, 251 = zyz [EL’, 5,5]



2. Vektoren und Punkte

Ortsvektoren: Zusammenhang zwischen Punkten und Vektoren

Al(ay/az/as) Al(a1/az/as3)
ar
a1 v _ aq
FA = as A= 04 = 22 7::4 =0A = as
as 3 0 as

Vektor zwischen zwei Punkten

b1 —a
Alar/as/a 1 1
(1 /a2/as) AB =iy —ia=| by—a
B(bl/bg/bg) b?)_a?)
Lénge eines Vektors (=Betrag) Der Betrag von Vektor @ ist gerade die
Lénge dieses Vektors. _,
|| ay a :
‘C_i| = ag = \/a12+a22—|—a32 ﬁ‘\
g -
Abstand zwischen zwei Punkten . B
As -
(a1/az/as) AB = ‘AB‘ = \/(b1 —a1)” + (by — ag)* + (bs — as)” = AB= ‘A—];”
B (b1/ba/b3)
Mittelpunkt M einer Strecke AB
Al(a1/az/as3) T S * 5
v = 0M = 3 (Fa+7B) AT M
B (b1/b2/b3)
Schwerpunkt S eines Dreiecks ABC
Al(ar/az/as) 1
7 = 08 = g(_’A*FFB*FFC)
B (b1/b2/bs)
C (Cl /62/03)
Winkel zwischen 2 Vektoren
_ qb i
a,b cosp = —— ®
|l - [b] ~

Wichtige Anwendungen: . B
e Winkel zwischen zwei Geraden g (4,b) und h (C,d):

_ | bd
R ITET
e Winkel zwischen Gerade g (A,b) und Ebene E (C, 7i):
P
sing = |75

e Winkel zwischen Ebene E; (A,71) und Es (B,n5):

[ |n2]

cosp =




Einheitsvektoren (Vektor mit L&nge 1)
1

a ga:ﬁ.gg

a

Parallele (kollineare) Vektoren
- Zwei Vektoren sind genau dann kollinear (glei-
a,b che oder entgegengesetzte Richtung), wenn sie
Vielfache voneinander sind:

a, b kollinear < @=A\-b

QL

ST

Senkrechte (normale) Vektoren
o alb genau dann wenn @ - b=0

a,b . . . .
’ o Senkrechte Vektoren produzieren im 2-Dimensionalen:

() () ()

o Senkrechte Vektoren produzieren im 3-Dimensionalen:

a1 0 0
a= az 1 as ) —as )
as —a2 a2

a L
b a-b=0
—as a2 —asg
0 5 —ay s al
al 0



3. Die Gerade

Parameterdarstellung der Geraden

Startpunkt: A (a;1/as/a3) g:iF=Fs+1t-b Alay/az/a3) b
. x ax b1 a
Richtung: b g:l vy | =1 a | +t-| b g:r=ra+t: 0A — al
z as bs 0 - a2
3

Koordinatengleichung der Geraden

= ( ’ )
Normalvektor zu g: 1 = ( Z >

g:ax+by+c=0

Punkt auf g: P (p1/p2) rax+by+c=0

P(M/Pz)

HNF (Hesse Normalform, spezielle Form der Koordinatengleichung), Abstand Punkt-Gerade

ax + by +c P (p1/p2)
g:ax+by+c=0 HNF, : W = 8

a-p1+b-pa+tc

\4=|"ere

P (p1/p2) a-p1+b-p2+c

V@ T

d = [HNF, (P)| =

g:axr+by+c=0

Achsenabschnittsgleichung (spezielle Form der Koordinatengleichung)

Achsenabschnittsgleichung;:
1 1
) _ Z. Zoy=1
g :ax+by+c=0 a 17+b Y
= A(a/0),B(0/b) sind die
Achsenabschnitte

Explizite Darstellung (Lineare Funktion)

P(z1/y1) g:y=mx+q
@ (w2/12) o Steigung: m=2"Y9
Xro — I
o y-Achsenabschnitt: q
1
o Senkrechte Steigung: m, = ——
m
mp — My

o Winkel zwischen ¢g und h: tan-~y = ’ gry=mzr+tq

1+mg-my

Zusammenhang zwischen Richtungvektor 5, Normalenvektor 7 und Steigung m
. - o A @) _ by \ [ —Ay
g:T=Tatt-b "l )T )T A

g:ax+by+czo b (b1> ( b ) (AJ;>
@] b: = e
g:y=mx+q b —a Ay




4. Die Ebene

Parameterdarstellung der Ebene IR - o
E:7"=7rg+X-b+p-c

Startpunkt: A (a;1/as/a3) g F=FTa+Ab+p-C
2 Richtungen: l;, c T ai by c1
g: |l v | =1 ax |+A| b2 |+p| c '
z as b3 C3
Koordinatengleichung der Ebene ( a )
n=1 b
a
c

E:ar+by+cz+d=0

Normalvektor zu E: 77 = ( b )
¢ E:ar+by+cz+d=0

Punkt auf E: P (p1/p2/p3)

HNF (Hesse Normalform, spezielle Form der Koordinatengleichung), Abstand Punkt-Ebene

.am+by+cz—|—d_0 P(PL/P2/P3)

E:ax+byt+cz+d =0 HNFp : ————r—- R

P (p1/p2/p3) d = |HNFg (P)| = a-p1+b-p2+c-ps+d‘ '

va?+ b2+ c?

_ |apitbpatcpstd

- ﬁd

F:ax4+by+cz+d=0

Achsenabschnittsgleichung (spezielle Form der Koordinatengleichung)

Achsenabschnittsgleichung;:

1 1 1 C(0/0/c)
FE :ax+by+cz+d =0 a'$+g'y+g"z:1
= A(a/0/0), B (0/b/0),C (0/0/c) A(a/0/0)
sind die Achsenabschnitte z

Zusammenhang zwischen den Richtungvektoren 5,6' und dem Normalenvektor 7

E:F=fadAbipné o E:F=Fa+Ab+pu-c "
E : ax+bytcz+d =0 — i1 = b x ist ein Normalvektor ,/////j’f
o F:rar+by+cz+d=0 ///////,///;;////%%é/‘////

+
a
=0n= b ist ein Normalvektor

0 c b
= c , 0 , | —a | sind Richtungsvektoren
—b —a 0
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5. Der Kreis

Mittelpunktsgleichung

Y k:(w—u)2+(y—1/v)2:r2
Mittelpunkt: M (u/v) / P(z/y)
' — v
k:(x—u)2—|—(y_y)2:¢2 M é
Radius: r

Ausmultiplizierte Form der Kreisgleichung

Y k2?2 +y’+ax+by+c=0
Mittelpunkt: M (u/v)

k:z’?+y>+ax+by+c=0

und es gilt:
Radius: r

a b

Uu=——- v=—=

2 2

x
2 12
a®+b°—4
S it )
4
Polare p eines Kreises k beziiglich des Punkts P

by o P w@ ) =) (=) =

— bzw.

1 1
k:a?+yitartbyte=0  PiPiTTpytoa (p1+ $)+§b (p2+y)+c=0

P(p1/p2)
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6. Die Kugel
Mittelpunktsgleichung
Mittelpunkt: M (u/v/w)

Radius: r k:(z— u)2 +(y — v)2 + (2 - w)z =r?

Ausmultiplizierte Form der Kreisgleichung

Mittelpunkt: M (u/v/w) k:2®+y* +2°+ar+by+cz+d=0

und es gilt:
Radius: r

5  aZ+b?+c?—4d
rT =
4

2k P+ dar+by+cz+d=0

Polarebene p einer Kugel k beziiglich des Punkts P

ko(z—u)+(y — v)24(z — w)? =12

bzw. bzw.

1 1 1
ki a®+y® +2* +aztbytez+d = 0 pipiztpay+paztgalp +2)+5b(p2 +y)+ge

P auf Kugel k
P (p1/p2/ps)

pi(pr—u)-(z—u)+(p2—0v)-(y—v)+(ps —w) (z —w) =17

(ps+2)+d=0

P ausserhalb Kugel &




